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1 Brown運動と Randon1Walk 
1.確率論の表現形式，基本事項
am 
1-1. (0， F， P)を確率空間とする:
Qは集合、 Fc20は σー 代数、 PはF上の測度で P(O)= 1. 
rIf AjεF and Aj n Ak = o， then P(U江lAn)=乞之1P(Aη).J 
1-2. 0上の Rイ直可測関数を確率変数という.
X が P-可積な確率変数のとき E[X]= J XdPと表す.
E[X]をX の平均または期待値という.
1-3.事象 AEFが確率変数を用いて表わされるとき，例えば
確率変数X とRのBorel集合rとによって A= {ωε 0: X(ω)εf}と表され
るとき P(A)をP[XE r]のように書く:
P[Xεf] = P( {ωε 0: X(ω)εf}) = P(X-1(f)) = P 0 X-1(f) 
POX-lをXの ((R，B(R))上に誘導する)分布という.
例 (コイン投げの実験)X1，X2，X3，・
Xk = 1 (表)ぅ=0 (裏)
この実験を表現する確率空間 :O={O，l}N，ωニ (ω1ぅω2ぅ . )εQう
μを{Oぅ1}上の確率測度で μ({O})=μ({1}) =1/2とし、
P=μ×μ×μ. . .， (無限直積測度)
このとき Xn(ω)=ωη ととればよい.
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2次元確率ベクト/レ(おうれ)の結合分布の収束:


























.確率過程 ~n(ω) はその有限次元分布が上式(*)で与えられる確率過程 (Brown 
運動)に法則収束することが予想される.
}?の代わりにp連続に補間したもの Wtnを考える:
tn ENのときは lVr=η=去(九 -tn/2) 
.その他の tでは線分でつなぐ.
(標準的酔歩 2Sn- η を折れ線でつないでスケール変換したもの.)
Co[O，l] :ω(0) = 0である [0，1]上の連続関数全体
とすると、 ωιQを止めるごとに wtn= 1fr(ω)はCo[O，l]の元である.Co[O，l]を一
様収束ノルムによる位相空間とみなし、その Borel-加法族を β(Co)とすると、写像
Wη:ωε [2 f-+ (vVt
n
(ω) )o~だlε Co[O ぅ 1]
は ([2，:F)から (Co[Oぅ1]，B(Co)への可測写像で、ある.従って
μη(A) = P[Wn E A] = P((Wn)-l(A)) (Aεβ(Co) 
により([2う:F)上の確率測度向 (Wη の分布)が定義される.
室塑(Donsker'sinvariance principle) wnは[0，1]上のBrown運動に法則収束する、
すなわち、 μη はCo[O，l]上の Wiener測度μに弱収束する:すべての争 ιC(Co[Oぅ1])
に対し、
Am(wn)]ニム[0，1]争(ω)μ(伽)
丞 Acα[0ぅ1]が β(Co)-可測で、その境界 θAがWiener測度 μのゼロ集合であ
れば、 limn→∞P[WnεA]=μ(A).
例:A = {ωε Co[O， 1] : maxosだ1Iω(t)1 <α} 
4. Brown運動
R. Brown 1828 花粉粉末のジグザグ運動の観測
L. Bachelier 1900株価の変動の問題に関連して、数量的解析
A. Einstein 1905 物理的量による拡散係数の表示
J. Perrin 1910 Avogadro数の算定





(2) Wt+h -1Vtの分布は hのみにより定まり、 tには依存しない.(時間的一様性)
(3) P[ lVtはtの連続関数]= 1. (道の連続性)









2) ， 3)の各々と同値である (Wo=0とする.)
1) WtはGauss過程で E[WtWsJ= min{s， t}(sぅt> 0). 
2) Wtは時間的一様な Markov過程でその推移法則はp(t，x)を用いて次式により
与えられる oく s< tに対し，
P[Wt 三α | σ{ 肌 :0 三γ 三t}] = ι p仰(収いt
3め)Wtは時空に関し一様な Markov過程で. E[W1] = 0ぅEIWl12= 1 
Brown運動は方物的スケール変換の下で、不変で、ある Wtが標準 Brown運動であ












Lα，b三o(αヂb); 0> La，a = -L Lω〉一∞
b:bi=α 
簡単のため、 Lα は有界とする. このとき
P(t) := etL =討(tげ (t~ 0) 
によって定義される行列の族は任意に tをとめるごとに確率行列になっていて、半
群の性質:
P(t十s)= P(t)P(s)， P(O) = 1 
をもっ.P(t)をivlarkov生成作用素 Lにより生成される推移確率行列という.
入(α)=-Lα，aとし、
q(αJ)=-LLω (bヂα)ぅ q(αぅα)ニ O
入(α)













P(Xoニ αo，.Xt1 α1ぅ・ ，Xtn=αn) 
=μo(Xo = αo)~αQ ， al (t1 -tO)・・・九πー1向(九一九一1) (2) 
で与えられるとき Lを生成作用素とする Markov連鎖(または Markov過程)である
という. ここに μ。は初期分布である.
条件 (2)はMarkov性の条件:すべての 0三S三t，b εSに対し
P[Xt = b I Xr， 0三r:; s] = PX(ゅ(t-s) 
(ここにX(s)= Xs )と同等である.
Ut(α) = P(t)f(α)二 E[j(Xt)IXo =α]は Kolmogorovの後退方程式
d 





P[Xァ(α)= blXo =α] = q(α， b) (bヂα)
が導かれる.ここで任意の時刻 Sに対し条件XO=αをXs=αで置き換えても同じ



















Gが閉じていればP(t)(t > 0)のGxGへの制限P(t)lc= (九，b(t)α，bECは確率













関数全体を Co(S)で表し， μを重みとする Co(S)の内積を (fg)μ と書く，即ち
(fg)μ-玄f(α)g(α)μ(α)， f， gεC(S). 

















3 Ginzburg-Landau lllodel 
双曲型 (Eulertype)のスケール極限をとるもの:












ηX: x εZに対し，値 1または Oをとる変数
ηX = 1: xに粒子が「在る」


























1. 非退化性 C01 (η) > O.
2. 相互作用の局所性 C01 (η)は局所関数.
(つまり C01はηの有限個の座標にしか依存しない)
3. 空間的一様性 Cx，x+l (り)= C01(7xη) . 
4. 対称性 C01 (η01) = C01(η) . 
但し九ηはηを Zだけ平行移動した配置 (ην+X)YEZを表す.
室里 Cx，x+lが上の条件を満たし，初期値 αoが一つの確率分布に収束すればη(t)に
対し流体力学極限が成り立つ. (5)に現れる拡散係数 D(ρ)は以下に述べる Green-
Kubo公式で、与えられる:
Vp: {O，l}Z上の密度 PE [0，1]の Bernoulli分布 :vp(ηx = 1) =ρ. 
(・)p:νρ による積分.








切01= h -h 071 
となっているとき，格子気体は勾配系であるという.勾配系であれば、 Green-Kubo
公式の最後の項は消えてしまう.
注意 2， 定理の証明では Dの変分公式による次の表現が重要な役割を果す.
7rolf(η) = f(η01) -f(η)と書き，
D(ρ;f)=lr(ρ) I ~ワ0-η1-E 7「01(ば)~匂11
2(p-p2)l lu =ー∞ J'-1)1 J 
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(7xf = f 07x)と置くとき，
D(ρ)=jdcD(p;f) 
中心極限定理の分散として定まる或る 2次形式 Vρ を用いて，D(ρ)は
(*)jdcvρ{D[ηo一η1卜 ω01-Lf} = 0 
を満たす定数 D=D(ρ)として特徴付けられる.




確率p:p(x)三Oぅ乞p(x)= 1，乞p(x)x= 0とする. 生成作用素:
Lf(η)=乞l:Py-x'fJx[J(ηり)-f(η) 1 
x y 
により定まる格子気体は pが対称 (p(x)= p(-x))ならば実質的に勾配系になり
D(p)は定数である.Pが対称でなければ非勾配系になり、 D(p)>ド2(0く ρく 1)
である.その場合原点でのカレントを W =i εyωOyで与え、 D(p)をω01の代わ
りに W を用いて(*)により定義すれば定理lと同様な結果が得られる.
i)ランダムなな媒質上の排他過程
αx (xεZ) を独立同分布で一様有界な確率変数列とする o< C1 ::; 9 < C2なる関
数 gにより
cg1 (η)= g(α0，η0，α1，η1) . 
但し，
g(α， S，α'，s') = g(α" S'，αぅs)， 
g(α， s，α'，s') = g(α， s'ぅα'，s)e一(8'-S)(αJー α)
特に対称な2変数関数 g(αぅα')= g(αα)をもって






と置く.これは格子点 Z を中心とし，一辺の長さが2K+1のブロックにおける 7yf
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また， η=ηN (t) としたものを fi~K(t) と書く:
奇心(りずっ乞 ηf(t)
日~ I ~ y:lx-yl::;K 
(η(t) = {1]x(t); x εZ}は作用素 LNによって生成される Markov過程を表すJ
局所関数 fのりに関する期待値を f(ρ)と書く.即ち
f(p) = EVp U] 
盈墨(時空平均測度に対する局所エルゴード定理)任意の JεCo(R)に対し
段。hsl:1plim叫 EI.itεJ(xjN)IJx，K(η(N2s )一j( fi~EN( s) I州ニ O
E-->U 川→∞ L"V xξZ J 
この定理は局所平衡の一つの数学的表現で，密度パラメータ ρを保存量の標本平









(~) )弘irl叫 EIt乞J(xjN)1ムK(η(N28)-j(ル(8)Ids I =0 
lV→∞ L"V xεZ J 
も成立し、証明ははるかに簡単になる.区間 [-K，K]上の粒子数m(0三m三2K+1)
の配置空間を XK，mで表す，即ち XK，m:={ηε{0，1}卜K，K 乞zηx=m}. またそ
の上の一様確率分布を νK，m とする.このとき (U)は，部分系 {ηx+ν(t): Iyls K} 
の分布の時空平均が，大きい Nに対しては， νK.mの重ね合わせで近似されること
( (弱い意味の)局所平衡の成立)と同義である. なぜなら mj(2K+ 1)→ pとな
るように K，m→∞ (0く p< 1)とするとき、 νK，m はpに関し一様にりに収束
し，従って次の大数の法則が成立するからである:任意の ε>0に対し，










(b) 向トいoJ)イ(P(川 )ds (JεCgo(R)) 
(ただし、 ρt= p(t，・) (J) = fご。J(x)dx)を考える.
αfの定義より
ザ(J)= J J(B)o:f (dB) =会三7lx(N2仰
ここで
F(η)=会ZMZ/N)
とおけば αf' (J) = F(η(N2t) ). 
Markov過程の一般論より
ザ(J) ニo:~(J) + fotN2川 (N2s))ds十 M
Mtは martingaleで N→∞のとき零に収束する E[SUPO<t<ll1¥ltl→o. 
ωx，x+1 ω0，1 0九と置くと、 L{ηx}=ωx-1，x一切x，x+lとなり、部分和をとれば，





¥1N J(xjN)ニ N[J((x十 l)jN)-J(xjN)] r-.; J'(xjN). 
切z♂+1ニ Cx，x+1(η)(ηz一ηx+1).
勾配系であるとする.局所関数h= h(可)が在って、同点+1=ん-hx+1 (ん=7xh) 
と書けるから，再び部分和がとれて





日ει(η(め))内jN)dsrv lt ~ ~ h， (fj~EN(S))J"(xjN)ds 
V .L' XεZ xξZ 
ここで、もし、




h(ρ(tぅx/N))=: P(p(t， x/N)) 
で置き換えてよく、
ザ(J)=d(J)+14εP(ρ(い/N))J"(x/N)ds+ 0(1) 
vV .L' XεZ 




















粒子が剛体球のとき， O.E. Lanfordはごく短い時間に限ればル粒子の Hamilton
系から Boltzmann-Grad極限をとることにより Boltzmann方程式が導かれること
を示した ([1]，[8]参照). ここで Boltzmann-Grad極限とは剛体球半径を ε， 単位
体積内の粒子数を nとするとき条件
nE2 ~ 1 粒子密度 ~ε)




典型的な l個の粒子の単位時間の衝突回数 rv 1 
となる. これに対し次に述べる流体力学極限では
ne







αε3玄OXi(t)，sE =ε3乞qi(tjε)OXi(t)，γEニ e乞ei(tjε)OXi(t) 
但し ei(ァ):= ~Iq(ァ)1 2+ ~Lj:pi U(qi(ァ)-qj(ァ)(第 t粒子のエネルギー).
局所平衡の成立を仮定 =今 Euler方程式:


















/(t， x) = J fl(t， x， ~)d~ 
vt(い =J ~ft(t ， x，と)
e
t
(い) = J ~ほ 1 2fR(t， x， ~)d~ 
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によって定義すれば. 初期値 jf(O，X，と)についての適当な条件の下でr→ Oと
したとき，これらが前と同じ形の Euler方程式の解に近づき， jf(t， x，と)はその解
(p(t， X)，p(t， X)， e(t， x)をパラメーターとする局所Maxwell分布に近づくことが示さ
れる. 但し、ここに現れる圧力関数Pは
2 f 1" ¥ p=ρT = ; I e-~p"; I p3 ¥ . 2' } 
で与えられ，理想気体のそれと同じである.([1]参照)
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